STATECZNOSC PRETOW CIENKOSCIENNYCH OTWARTYCH

1. Podstawy teoretyczne .

Pret cienkoscienny o profilu otwartym charakteryzuje sie bardzo matg sztywnoscig C = GJs na
skrecanie swobodne w poréwnaniu do sztywnosci gietnej EJ, lub EJ, . Fakt ten odbija sie w
zagadnieniach stateczno$ci konstrukcji majacych takie prety . | tak w typowym zagadnieniu
wyboczenia $ciskanego preta utrata statecznosci moze miec postac : gietng , gietno-skretng albo
lokalng . W pierwszych dwdch przypadkach pierwotnie prosta o$ preta ulega wygieciu (rys. 1a) , przy
czym poprzeczny przekréj preta zachowuje swéj ksztatt ulegajac badz prostemu przesunieciu v(x)
(wyboczenie gietne — rys. 1b) , badz przesunieciu w(x) i obrotowi ¢(x) (wyboczenie gietno-skretne —
rys. 1c) . Przy wyboczeniu lokalnym przekrdj poprzeczny ulega deformacji w ten sposdb , ze jego
naroza nie majg przemieszczen (rys. 1d) . To ostatnie zagadnienie wchodzi w zakres statecznosci ptyt
lub powtok a nie preta .
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Rys. 1. Postac utraty statecznosci preta cienkosciennego : a) szkic preta, b) wyboczenie gietne,
c) wyboczenie gietno-skretne , d) wyboczenie lokalne .

Okazuje sie przy tym, ze dla preta cienkosciennego o okreslonym profilu mogg wystepowac
wszystkie trzy warianty zaleznie od jego smuktosci A, = I/i, . Tak na przyktad dla ceownika (rys. 2), gdy
A; > Ac, najmniejsze naprezenie krytyczne odpowiada wyboczeniu gietnemu w ptaszczyznie xy , gdy
A< A; < Ac, najbardziej prawdopodobne jest wyboczenie gietno-skretne , przy ktérym w(x) rézne od 0
i d(x) rézne od 0 a wreszcie dla bardzo matych smuktosci decyduje wyboczenie lokalne . W rezultacie
zaleznos¢ ok(A.) opisuje linia FECD , zamiast linii ABCD odpowiadajgce wyboczeniu giethemu .
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Rys. 2. Typowy wykres ok(A;) dla preta o symetrycznym przekroju otwartym .



Analiza statecznosci sprowadza sie do zbadania warunkow istnienia rownowagi preta w potozeniu
wychylonym ze stanu pierwotnej rGwnowagi, tj. prostego $ciskania (rys. 3) , przy ktérym w
przekrojach poprzecznych panujg rownomiernie roztozone naprezenia ox = - 0o . To wychylenie,
okreslone przez przemieszczenia srodka ciezkosci v(x) , w(x) oraz kat obrotu ¢(x) wzgledem srodka sit
poprzecznych SP, powodujg zmiane naprezen oy, wyrazone teraz wzorem :

o, = —09g— Eyv" — Ezw"—Ewy ",

gdzie wo — gtdwne pole wycinkowe przekroju, y i z— wspdtrzedne obranego punktu K w ukfadzie
centralnym . Ponadto w ptaszczu pojawiajg sie styczne zmienne liniowo wzdtuz grubosci, ktérych
ekstremalne wartosci :
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Rys. 3. Wielkosci charakterystyczne przy wyboczeniu gietno-skretnym : a) obraz osi preta w stanie

wychylonym ze stanu pierwotnego, b) obraz przemieszczen w ptaszczyznie przekroju i stan
dominujgcych naprezen Tys .

Jesli jako metode analizy przyjac kryterium energetyczne , powyzsze wzory umozliwiajg wyznaczenie
zmiany energii odksztatcenia 6Ly spowodowanej dodatkowym wychyleniem :
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gdzie catkowanie obejmuje catg objetos¢ V preta sktadnik drugi jest energig odksztatcenia w stanie
poczatkowym . Podstawiajgc wyrazenia oy (powyzej) oraz t«s = tv(2§) mozna przeprowadzic¢
catkowanie po polu przekroju A . Przy uwzglednieniu , Ze osie y i z sg centralne , otrzymuje sie :

i
oL, = }5_.[ (EJ, (W) 4 2EJ o w" 0" + EJ (") + C, (¢")? + C(¢))*] dx
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gdzie J,, J;, J,, momenty bezwtadnosci i odsrodkowy wzgledem osi centralnychyiz, C,iC
odpowiednio sztywnosci na nieswobodne i swobodne skrecanie .

Poza wielkoscig 6Ly, drugim sktadnikiem niezbednym do sformutowania energetycznego kryterium
statecznosci jest praca sit zewnetrznych . Z racji spaczenia przekroju praca sit o dA jest rézna dla
roznych wtdkien . | tak dla wtékna K (rys. 3) , ktdrego przemieszczenia vk i wgx w ptaszczyznie przekroju
Sq:

vk=v+(z-Az)d , wxk=w—-(y—Ay)od

zblizenie sie przekrojow koricowych A i B tego witdkna jest z doktadnoscig do matych wyzszego rzedu



W wyniku zmiana energii potencjalne;j sity oo dA Sciskajgcej wtdkno K jest oo dA - ux , a dla catego
preta
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Podstawiajac do powyzszego wzoru pochodne vy’ i wy’ mozna przez scatkowanie po polu przekroju A
dojs¢ do wyniku

!
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gdzie P =0 A - sita sciskajaca pret a rsp — biegunowy promien bezwtadnosci przekroju wzgledem
SP.

Jak udowadnia sie w teorii statecznosci, catkowita zmiana energii potencjalnej 6M = 8L, - 6L, maw
stanie krytycznym wartos¢ stacjonarng . Fakt ten daje w wyniku trzy réwnania Eulera — Lagrange’a
odpowiadajgce kolejnym wariacjom wielkosciw , vi ¢ . W przypadku , gdy pret jest pryzmatyczny
rownania te majg postac

EJ, WY +EJ, 'Y+ P, w'+ P, Ayp” =0,
EJ.VW+EJ, WY +P, v ~P, Azp" =0,
Co " + (P, r3p—C) 9"+ P, Ayw" — P, Azv” = 0,

przy czym oznaczenie P = Py akcentuje , ze badany stan jest krytyczny . Réwnoczesnie stacjonarnosé
6M narzuca warunki brzegowe . Tak na przyktad z wariacji w wynikadlax=0ix = |

w=0 lub P, (wW+Ayp)+EJ, w"+EJ, v" =0,
w=0 lub EJw'+EJ_ 1" =0.

Z warunkéw tych dwa majg charakter kinematyczny (w =0, w’ =0 ), pozostate przedstawiajg
odpowiednio réwnowage sit tnacych badZ zerowanie sie momentu gnacego M, = EJ, w”’ + EJ,, v”’
Podobnie z wariacji vi ¢ otrzymuje sie dwie grupy po cztery warunki, w rezultacie czego uktad trzech
rownan Eulera — Lagrange’a mozna rozwigza¢ narzucajgc dla kazdego z koricowych przekrojow po
dwa warunki dla wielkosciw , vi¢.



Podstawowym dla techniki przypadkiem jest wyboczenie $ciskanego preta podpartego przegubowo
na koncach . Przekroje koricowe nie mogg obracac sie wzgledem osi preta , mogg jednak sie
swobodnie paczy¢ . Odpowiadajgce temu warunki brzegowe dlax=0ix =1

v=w=¢p=0, Vv'=w'=¢"=0
narzucajg rozwigzanie uktadu rdwnan Eulera — Lagrange’a w postaci
w = Bysin(rix/l), v=Bysin(nx/l), ¢ = Bgsin(rx/l)

gdzie Bw, By i By to wielkosci state . Podstawienie powyzszych wyrazen do uktadu Eulera —
Lagrange’a daje uktad réwnan algebraicznych jednorodnych
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liniowych wzgledem By, By, i By . Skrotowe oznaczenia
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Maja z wyjatkiem P, oczywisty sens fizyczny . | tak Py i Py sg obcigzeniami wyboczenia gietnego w
ptaszczyznach xz i xy, Py - obcigzeniem przy wyboczeniu skretnym .

Niezerowe rozwigzanie uktadu algebraicznego , czyli réwnowaga preta w stanie wyboczonym
wystapi, gdy wyznacznik charakterystyczny tego uktadu jest réwny zeru . Prowadzi to do réwnania

(Pw_‘Pkr)(Pv—Pkr)(Pw_Pkr)rgP—szr[(Pw_Pkr)Azz'i'(Pv“Pkr)AyZ]
‘Psw(Pw—Pkr)rgP_ZszrPuwAyAz =0

Dajgcego trzy wartosci Py, . Dyskusje tych wartosci najtatwiej dokonad, jesli osie y i z sg centralne i
gtéwne , gdyz wtedy P, =0.Itak, gdy jedna z osi, na przyktad y, jest osig symetriito v=0i
jednym z pierwiastkéw réwnania charakterystycznego jest

(Pkr)l = Pv = nl E']z/l2

Natomiast dwa pozostate majg wartosci

(Pk,)z} _Y(Py+ P+ SV (Pu T P, —4yP, P,
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gdzie = (rsp/ro)? , przy czym rsp = m/fl) ar= M/A) . Tutaj Jo oznacza biegunowy moment
bezwtadnosci przekroju wzgledem $rodka ciezkosci, czyli Jo=J, + J, . Natomiast Jsp jest biegunowym
momentem bezwtadno$ci przekroju wzgledem $rodka sit poprzecznych , czyli Jsp = Jo+ A-(Ay? + AZ?) =
=)y + ), + A-(Ay? + Az?)



Symbol C oznacza sztywnos¢ skrecania swobodnego

1
C=Gl a Jo=;XIsih}

Symbol C, oznacza sztywnos$¢ skrecania nieswobodnego

C(n = E'Jm

a do obliczenia J,, dla typowych profili cienkosciennych stuzy ponizsza tabela .

Tasrica 2.1. Charakterystyki g

geometryczne profilow otwartych
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W profilu zlozonym z plaskich {cianek przechodzacych przez jeden punkt
niezaleznie od liczby $cianek i ich wymiaréw jest

SP=C;

wo(s) =0; S,(5)=0;

J

=0.




Warto$¢ mniejszej z sit (Pwr)2 lub (Py)s nalezy poréwnac z (Pw)1 = Py aby orzec, ktéra ostatecznie
postac wyboczenia jest najbardziej prawdopodobna .

Jest faktem , ze w przypadku , gdy srodek sit poprzecznych nie lezy na zadnej z gtéwnych
centralnych osi, najmniejszy z pierwiastkdw rownania charakterystycznego jest mniejszy niz
najmniejsza z sit Py, Py, Py. Oznacza to, ze wyboczenie gietno-skretne jest najbardziej
prawdopodobne . Postaé wyboczenia preta zalezy od smuktosci . Przy duzych smuktosciach
najmniejszg z wielkos$ci wyjsciowych jest P, lub P, . Jesli tg wielkoscig jest Py, to posta¢ wyboczenia
odpowiadajgca najmniejszej sile Py zbliza sie do gietnego , w ktérym dominujgca jest amplituda B, a
pozostate amplitudy By i B¢ s bardzo mate . Dla matych smuktosci i dostatecznie cienkosciennego
ptaszcza najmniejszg wielkoscig wyjsciowg staje sie Py i wtedy najmniejszej sile Py, odpowiada
odksztatcenie zblizone do czysto skretnego z dominujaca rolg amplitudy By .

Podobnie proste wyniki mozna otrzymac dla innych rodzajéw podparcia preta . | tak , gdy konce sg
utwierdzone, czyligdy dlax=0ix =1

v=w=0¢=0 oraz v =w'=¢’ =0, réwnanie charakterystyczne zostaje to samo, z tym ze

_4EJ, |, _4vEl, , _4r’E], 1 (4n2cw+ c)
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Wreszcie, gdy jeden koniec preta jest utwierdzony a drugi swobodny badz gdy jeden koniec jest
utwierdzony a drugi podparty przegubowo , réwnanie charakterystyczne zostaje nie zmienione , z
tym ze w oznaczeniach ostatnich wzoréw nalezy zamiast 4n? wstawi¢ odpowiednio (r?/4) lub 20,19 .



